> DIVISION DE COORDINACION,
) EVALUACION Y SEGUIMIENTO

= MINISTERIO CIENTIFICO Y TECNICO

"’ DECIENCIA SUBDIVISION DE PROGRAMAS
\, E INNOVACION AGENCIA $E“C"Ql'gggs CIENTIFICO-
=

ESTATAL DE ,
INVESTIGACION

EPISODIOS DE ENSENANZA Y ANALISIS DEL
CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO

Conocimiento especializado del profesorado de matematicas y formacion del profesorado
(MTSK-TE)
AGENCIA ESTATAL DE INVESTIGACION - Convocatorias 2018
Proyectos de I+D de GENERACION DE CONOCIMIENTO y Proyectos de I+D+i RETOS
INVESTIGACION

A continuacién, mostramos algunos de los episodios, extraidos de nuestras investigaciones,
que se han analizado utilizando el modelo analitico del Conocimiento Especializado del
Profesor de Matematicas (MTSK). Se corresponden con diferentes niveles educativos y
diferentes contenidos matematicos implicados. Cada episodio tiene una doble finalidad; por un
lado, permite visualizar la utilidad del modelo y su aplicacién; en segundo lugar muestra cémo
una realidad de aula puede ser comprendida, y nos situa en un plano formativo que trasciende
la propia investigacion.

En cada episodio hemos especificado los investigadores que han participado ( y sus roles), el
nivel educativo en el que esta inserto y el contenido matematico se aborda. Cada uno de ellos
dispone de una breve contextualizacién (para situar al lector), la transcripcion literal y su
analisis con MTSK

EPISODIO 1
Investigador principal (doctorando): Juan Pedro Martin Diaz
Director/es del trabajo: Dr. Miguel Angel Montes Navarro

Nivel educativo: Educacion Infantil

Contenido matemdtico: Formulacion de problemas

Breve contextualizacion del episodio

La sesion en cuestion tenia como objetivo que alumnos de 5 afios de educacion infantil
consiguieran formular un problema matematico. Para ello, la maestra (Rosa), seleccion6 un
mural para llevarlo al aula y que los alumnos pudiesen basar los problemas formulados en este.
Para tratar de focalizar la atencién en un momento determinado de la sesidn, Rosa sefialé una
mujer que cruzaba la carretera como elemento que debia formar parte del enunciado del
problema y que fuese el detonante para que los alumnos comenzasen a formular un problema.

Transcripcion del episodio

A: Seguro que es esa mujer, porque lleva una bolsa de todas las cosas

R: Venga pues invéntate una historia de esta mujer

A: Quiere ir a un sitio, pero el policia no le deja pasar

R: Esta mujer quiere ir a todos los sitios, pero el policia no le deja pasar. Ven, fijate bien, a ver si
es que quiere ir o que ya ha ido. Vamos a inventarnos un problema con esta mujer. ; Empiezo
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yo? Una mujer va a comprar pan... y, ;qué pasa? Imaginate que esta mujer es tu mama y va a
comprar pan. Y, ;qué pasa?

A: Que estd cortada la carretera y no se puede pasar.

R: Y, ;cudl es tu pregunta?

A: ;Cuantos coches hay?

R: Yo creo que ti has mezclado unos cuantos problemas: uno va a comprar el pan, no puede
pasar, cuantos coches hay. Ha sido una mezcla. Vamos a ayudarle con la primera parte. ;A
alguien se le ocurre algo? La mujer va a comprar el pan y qué le pasa al comprar el pan. A ver
Nadia, la mujer va a comprar el pan. Y qué le pasa en la tienda del pan.

A: Que la sefiora ha comprado dos panes y queria comprar 3 porque en la tienda no habfa. R:
Porque en la tienda no habia, ;qué?

A: Muchos panes

R: ;Y la pregunta cudl es? Ha comprado dos y ella queria tres y ;la pregunta cudl es?

A: ;Cuantos quedaran en la tienda? O

R: Pues 0. Porque queria llevarse tres y como nada mas que ha comprado dos, entonces la tienda
se quedara con 0. Muy bien.

Analisis del conocimiento especializado

Con el objetivo de mejorar y facilitar la formulacién de problemas por parte de sus alumnos,
Rosa comenzd” a utilizar diferentes estrategias que le permitieran solucionar la dificultad de sus
estudiantes para determinar elementos que puedan ser el contexto del problema, asi” como los
datos del mismo (KFLM: dificultades y obstaculos).

En primer lugar, la maestra focaliz6 la atencion de sus alumnos en una mujer que se encontraba
en el mural debido a que la propia Rosa identifica tres posibles situaciones a partir de las cuales
formular un problema matematico.

Esta focalizacién permite a los alumnos no desviar la atencién de un elemento que puede resultar
interesante de cara a la formulacién de problemas mateméticos (KMT: ETTE). Ademads, Rosa
pretende que la situacidn sea lo mds cercana posible a los estudiantes y, por este motivo, les pide
a estos que imaginen que la mujer del mural es su madre (KFLM: formas de interaccién). A
partir de esta situaciéon que la maestra propone a sus alumnos, surge la formulacién de un
problema:

Nuevamente se aprecia la dificultad de su alumnado para completar los elementos del problema,
en este caso la pregunta. Por ello, Rosa vuelve a animar a su alumno a formularla. Ademas, se
aprecia que tiene conocimiento sobre como interactian sus alumnos con el contenido. En este
caso, Rosa conoce que sus alumnos realizan restas en la que el minuendo es menor que el
sustraendo (2-3=0) debido a que sus alumnos trabajan aun con ndmeros naturales (KFLM:
formas de interaccion).

EPISODIO 2

Investigador principal (doctorando): Gonzalo Espinoza Vasquez

Director/es del trabajo: Dra. Diana Zakaryan y Dr. José Carrillo Yafiez.
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Nivel educativo: Secundaria

Contenido matematico: Concepto de funcion

Breve contextualizacidn del episodio

El caso de estudio, Arturo, es profesor de matematicas y ha sido identificado como profesor
experto bajo los criterios expuestos por Rojas et al. (2012). Arturo es profesor de matematicas
con mas de 13 afios de experiencia docente a nivel secundario y universitario. Posee un grado de
Magister en Matematicas y se desempefia en un establecimiento de educacion privada en Chile
en el que ensena el concepto de funcion a estudiantes de 14-15 afios. A continuacidn, se analiza
un episodio de la quinta clase en la que se identifica el dominio y recorrido de funciones
utilizando la representacion grafica de las mismas, poniendo el énfasis en que el dominio se debe
identificar y ubicar en el eje X, mientras que el recorrido se ubica en el eje Y. Arturo incorpora el
uso de intervalos para representar el dominio y el recorrido.

Se presenta nuevamente la relacion entre ecuacion y funcion cuando se busca la interseccion de
la grafica de la funcion con el eje X, mientras que los alumnos presentan dificultades en la
ubicacion de puntos en el plano que pertenecen tanto a la grafica de la funcion como al eje X.

Transcripcion del episodio

El siguiente extracto corresponde a los datos recolectados en la tesis doctoral Espinoza (2020).
Las intervenciones de la clase se han identificado con PA para indicar al profesor y con A para
las intervenciones de algin Alumno (As es usado cuando varios alumnos responden a la vez).

PA: Por eso, porque mis dibujos no estan bien graduados. Para ustedes va a ser facil
porque las distancias van a ser todas iguales [los cuadros del cuaderno]. Esta claro que
aqui mis distancias no son todas iguales porque estoy dibujando en papel blanco.

Lo que estabamos hablando era que el domino de la funcion lo estamos viendo en el eje
X.[interrumpen la clase]. Estamos diciendo que el dominio de la funcion lo estabamos
viendo en el eje X. ;A qué me refiero con eso? Si yo dibujo en el plano cartesiano, voy a
inventar una funcion:

Asi, segun este dibujo, ;jcudl seria el dominio de la funcion?, ;cudles serian los valores del

824 | & que tienen imagen? estos valores de aqui [semieje X a partir del -4] ;tienen

imagen?

825 | A4s. si
826 | PA: si, porque chocan en la funcion. El 0, ;jtiene imagen?
827 | A: si
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828

PA: si, es ese valor [lo remarca en el plano] un valor aqui positivo, ;tiene imagen?

829

As: Si, arriba

830

PA: ;y este de aca? ese puntito jtiene imagen?

831

As: no

832

PA: entonces, en esta linea azul viven los x [eje x], estos x de aca chocan en la grdfica y
por tanto tienen imagen, pero Si yo tomo ese puntito que esta acd [menor a -4], ese de ahi
Jtiene una imagen en la funcion?

833

As: no

834

PA: no, entonces ese puntito que esta ahi, jes parte del dominio de la funcion? No. Todos
desde aqui, desde el -4 a la derecha /jtienen imagen?

835

A: jy cudl seria la imagen?

836

As: si, todos tienen

837

PA: inventé una funcion, por eso no sabemos exactamente, solamente estoy dando la idea
de esto, que visualmente distingamos quiénes son parte del dominio y quienes no son parte
del dominio. Del -4 a la derecha, ;todos ellos tienen imagen?

838

As: si

839

PA: ;Cudl es la imagen del -4? ese es el unico que, por el grdfico, podemos deducir.

840

A:0

841

PA: 0. La imagen del -4 es el 0 segun esta funcion, como es el unico dato, es lo que la
grafica me esta dando como informacion

842

A: ah, ;por qué? jDonde estd la rayita marca el cero?

843

PA: para esta funcion, su dominio, ;Cudl va a ser?

844

A:0,-4

845

PA: de aqui [indica al -4], de este valor hacia la derecha,

846

A: un intervalo

847

PA: ;como escribiamos?

848

A: un intervalo

849

PA: exactamente, un intervalo va a ser el dominio. Puede ser un conjunto de todos los
racionales, pero también puede ser un intervalo, y ;jqué intervalo es este?

850

As: de -4 al infinito positivo, incluido el -4

851

PA: en infinito, ;qué tengo que poner?

852

As: abierto
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853 | PA: y en el otro
854 | As: cerrado

855 | PA: cerrado en el otro, muy bien.

856 | A: jdesde cuando que ocupamos esto?

PA: Estoy recién mostrandoselos. Por algo vimos inecuaciones antes y porque en las

857]. . p .
lnecuaciones ocupabamos intervalos

858 | A: [pregunta por unas calificaciones]

PA: se fijan que el domino de la funcion lo podemos determinar mirando el dibujo, la
representacion de la funcion sin necesidad de que nos den la expresion que representa la
funcion, solamente con su grafico a veces podemos determinar su dominio.

859 | Recorrido "visualmente". El recorrido eran los valores de y, elementos del conjunto de
llegada, pero para que pertenecieran al recorrido tenian que ser imagenes de alguien.
Como eran los y, los y viven en el eje vertical, por lo tanto, el recorrido lo ven aca [eje Y]
Jcudl seria el recorrido de esta funcion x+3?

Analisis del conocimiento especializado

En el extracto anterior se identifica el objetivo del profesor como reconocer y representar el
dominio y recorrido de la funcién mediante su representacion grafica. Para ello, propone a sus
estudiantes tareas de identificacion del dominio y recorrido de la funcidn, en las que se deben
ubicar imagenes y pre imagenes, a la vez, los estudiantes deben reconocer cuales son los
elementos que tienen a partir de las representaciones dadas. En este sentido, se observa que
Arturo posee conocimiento sobre como se puede representar una funcion, Algebraicamente y
graficamente, (KoT-representaciones) y conoce que el dominio y el recorrido se pueden
identificar mediante estas representaciones (KoT-procedimientos). Esto ultimo también se
categoriza como el conocimiento sobre una forma de representar el dominio y recorrido de la
funcion graficamente (KoT-representaciones). Este procedimiento consiste en estimar cuales
elementos del eje X poseen imagen.

Por su parte, en la linea 824, Arturo muestra la importancia de contar con ejes bien graduados
para obtener conclusiones adecuadas respecto a la funcion. De aqui, el profesor reconoce que la
cuadricula de los cuadernos de matematicas son un recurso util para el estudio de las graficas de
las funciones (KMT-Recursos), asimismo, reconoce las desventajas del uso de la pizarra blanca
para este fin, donde obtiene representaciones poco precisas (KMT-Recursos).

Siguiendo en el KMT, en la linea 837 se observa que el ejemplo seleccionado (inventado, segin
Arturo) tiene fines de ensefianza y determina el objetivo del episodio. Adicionalmente, estos
ejemplos permiten identificar qué es lo que espera logren sus estudiantes (KMLS-Expectativas)
(identificar el dominio y recorrido de manera grafica), como registrarlos (en conjunto o
intervalos) y, a la vez, da cuenta de su conocimiento sobre lo que la secuenciacién de temas
(KMLS-Secuenciacion) que son conocimientos previos; la representacion de intervalos y el
conjunto de niimeros racionales que manejan, linea 849; las ecuaciones e inecuaciones que ya
saben resolver, linea 857; y el manejo de los conceptos recién estudiados de dominio, recorrido,
imagen y pre imagen.
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El conocimiento de ecuaciones e inecuaciones, ademas de ser un conocimiento previo de los
estudiantes, corresponde a un tema que presta ayuda a Arturo en la ensefianza y trabajo con la
funcién. La ecuacion es utilizada para determinar la pre imagen de un elemento dado, mientras
que las inecuaciones le permiten determinar el dominio y recorrido de la funcién. En este
sentido, el conocimiento de esta utilidad de ecuaciones e inecuaciones durante el trabajo con
funciones corresponde al conocimiento de una conexién auxiliar entre ambos temas.

El episodio analizado permite, no solo identificar conocimiento en diferentes subdominios: KoT,
KSM, KMT y KMLS, sino que también interpretar como estos conocimientos se ponen en
juego de acuerdo a los propodsitos de enseiianza de Arturo. Vemos que la ensefianza del dominio
y recorrido de la funcién estd sustentada en el conocimiento de Arturo sobre coOmo estos
conjuntos pueden calcularse e identificarse en la representacion grafica de la funcion. Para ello,
el profesor selecciona o crea ejemplos y tareas para sus estudiantes que involucran sus
conocimientos previos y atienden a aquello que espera lograr, a nivel conceptual y
procedimental, en este nivel.

EPISODIO 3
Investigador principal (doctorando): Victor Javier Barrera Castarnado
Director/es del trabajo: Dr. Luis Carlos Contreras Gonzéalez y Dra. Maria Cinta Mufioz Catalan

Nivel educativo: GRADO UNIVERSITARIO EN EDUCACION PRIMARIA

Contenido matematico: Geometria plana. Poligonos.

Breve contextualizacidn del episodio

Analizamos el MTSK movilizado en una clase de formaciéon de maestros en la que se
implementa una tarea formativa disefiada ad hoc. Se disefiaron 5 tareas, cada una formada por un
caso, inspirado en una situacioén de aula de Primaria real, y actividades enfocadas a la discusion
sobre distintos aspectos del conocimiento especializado del profesor de matematicas. El episodio
analizado corresponde a la resolucién de una actividad en la que los estudiantes para maestro,
después de leer un fragmento en el que se indica que los escolares han representado en la pizarra
distintas figuras clasificandolas en poligono y no-poligono, deben analizar esta distribucion,
indicando las consecuencias que consideran que puede tener la distribucion con el concepto de
poligono. Nos interesa determinar si el MTSK pretendido se moviliza con la actividad y saber
qué lo promueve.

Transcripcion del episodio

127. For: Primera cuestion de la tarea: analizamos esta distribucion, pensamos qué
consecuencias tiene esta distribucion en relacion con el concepto de poligono, ;qué creéis?

128. B: Que no tienen claro la definicion en si, jno?
129. For: ;Por qué crees que no tienen clara la definicion?

130. B: Porque no los clasifican bien.
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131. For: O sea, que tu tienes ya un concepto sobre lo que es un poligono y consideras
que esta situacion no es correcta, jno?

132. D: Intentan diferenciar los que son mas [hace el gesto de entrecomillas con los
dedos] ..., se parecen mas sus lados, ;no?, a los que no se parecen tanto..., a los que son
mas regulares de los que son mas irregulares.

133. For: Los que son mas regulares de los que son mds irregulares... Quédate con esa
conceptualizacion que acabas de poner encima de la mesa. ;Qué significa ser mas
regular?

134. D: Hombre, que sean...

135. E: Que cuando los cortamos por la mitad quedan dos partes iguales, ;jno era asi? O
algo ast.

136. P: Que es simétrico.
137. For: Que si cortas por la mitad tienes dos partes iguales.

138. E: La simetria.

139. For: Ya tenemos otra idea importante..., la mitad, cortar, partes iguales... ;Partes
iguales en qué? ;Qué es la mitad?

140. P: La simetria, jno?, de la figura [une las palmas de las manos emulando
dos partes simétricas].
141. E: La simetria.

142. For: O sea, que estamos hablando de figuras simétricas. Vale, estamos hablando de
figuras simétricas uniéndolas al concepto de regularidad. Pero ademas el concepto de
regularidad acabamos de decir que puede ser mas regular..., una cosa puede ser mas
regular que otra.

143. D: No, bueno yo te diria..., o regular o irregular.

144. For: Bien, eso no es lo mismo que has dicho antes. O sea, ahora dices que o es
regular o es irregular. Eso no es lo mismo que has dicho antes.

145. D: Me he venido a referir a regular e irregular.

146. For: Es regular o irregular ;Estamos de acuerdo en eso? Un poligono es regular o
irregular.

147. E: Si. Es que lo que pasa, es que yo me quiero referir... es que a lo mejor por muy

poco no es regular, entonces es como mas regular [hace el gesto de comillas con los
dedos].

Analisis del conocimiento especializado

Organizamos la informacion, tal y como aparece en la tabla siguiente, identificando el
subdominio del conocimiento que se moviliza, la justificaciéon de este y qué o quién lo induce
(marcado en color verde). Se ha destacado en color azul el conocimiento pretendido que se
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moviliza. Asi mismo se ha incluido en la ultima columna comentarios sobre las intervenciones

del formador.

TFor 1.1.A UNIDAD DE INFORMACION

consecuencias tiene esta distribucién en relacién con el concepto de poligono, équé
creéis?

128. B: Que no tienen claro la definicion en si, ino?
129. For: éPor qué crees que no tienen clara la definicion?
130. B: Porque no los clasifican bien.

131. For: O sea, que t tienes ya un concepto sobre lo que es un poligono y consideras
que esta situacion no es correcta, éno?

127. For: Primera cuestién de la tarea: analizamos esta distribucién, pensamos qué

MTSK

EVIDENCIA-INDICIO

El conocimiento especializado de B e permite reconocer
figuras mal clasificadas como poligonos

{como?

For busca justificacién en la respuesta del EPP
favoreciendo la reflexién. Expresa lo que entiende que
quiere decir B.

134. D: Intentan diferenciar los que son mds [hace el gesto de entrecomillas con los
dedos]..., se parecen més sus lados, én0?, a los que no se parecen tanto..., a los que son
més regulares de los que son més irregulares.

135. For: Los que son més regulares de los que son més irregulares... Quédate con esa
conceptualizacién que acabas de poner encima de la mesa. {Qué significa ser mis
regular?

KoT Definiciones, propiedades y
sus fundamentos.

KPM Papel de los simbolos y uso
del lenguaje formal,

KFLM Formas de interaccién con

€l conocimiento especializado de D le permite definir el
término “mds regular” como “poligono en el que sus
lados se parecen”.

Su conocimiento del uso del lenguaje formal es
deficiente.

Su conocimiento sobre los obstaculos que pueden
presentar los estudiantes de primaria le permite hacer

Plantea cuestién sobre una expresién no correcta para
reflexionar sobre ella.

139. For: Que si cortas por la mitad tienes dos partes iguales.

140. E: La simetria

KoT Defin, prop y sus fund

136.0:  Hombre, que sean... un contenido esta interp

137.E Que cuando los cortamos por la mitad quedan dos partes iguales, ¢no era

asi? 0 algo asi. €l conocimiento que tiene E sobre el concepto de
poligono regular le permite establecer una equivalencia

138.P: Que es simétrico.

con ser simétrico.

€l conocimiento de P sobre propiedades de poligonos le
permite relacionar la propiedad dada por E con el
concepto de figura simétrica

141. For: Ya tenemos otra idea importante..., la mitad, cortar, partes iguales... Partes
iguales en qué? ¢Qué es la mitad?

142.7. La simetria, ¢no?, de la figura [une las palmas de las manos emulando dos
partes simétricas).

143.E: La simetria

KoT Registros de represer

Su conocimiento sobre el concepto de simetria le
permite representar a través de un registro real este
concepto.

Plantea cuestiones a partir de intervenciones de EPP
cuya reflexion favorece la movilizacién de
conocimiento.

144 For: O sea, que estamos hablando de figuras simétricas. Vale, estamos hablando de
figuras simétricas uniéndolas al concepto de regularidad. Pero ademds el concepto de
regularidad acabamos de decir que puede ser mas regular..., una cosa puede ser més
regular que otra.

145. D: No, bueno yo te diria..., o regular o irregular.

146. For: Bien, eso no es lo mismo que has dicho antes. O sea, ahora dices que o es
regular o es irregular. Eso no es lo mismo que has dicho antes.

KoT Def, prop y sus fund

KPM Papel de los simbolos y uso
del lenguaje formal.

€l conocimiento especializado de D le permite
determinar dos clases de poligonos: regulares e
irregulares.

Se corrige el uso impreciso del término “mas regular”
asociado al concepto de poligono.

Plantea cuestiones para reflexionar sobre propiedades
de poligonos que hacen que sean regulares, simétricos
(KoT), ademis busca que se haga un uso correcto del
lenguaje (KPM).

147.0: Me he venido a referir a regular e irregular.

Conocimiento pretendido
novil

En la intervencion de la EPP B [TF1.1A.1 128, 130] Que no tienen claro la definicion en si,
Jno? Porque no los clasifican bien identificamos indicios de que conoce el concepto de poligono
(KoT, Definiciones, propiedades y sus fundamentos) ya que hacen constar que en la ilustracion
hay figuras situadas de forma inadecuada. La formadora plantea cuestiones a los EPP buscando
la justificacion de sus afirmaciones, favoreciendo de esta forma su reflexion. Este conocimiento
surge directamente en respuesta al enunciado de la actividad.

De igual modo en la intervencion de D [TF1.1A.1 U132] Intentan diferenciar los que ... se
parecen mas sus lados a los que no se parecen tanto..., a los que son mas regulares de los que
son mas irregulares hace mencion a los lados, como elementos significativos en los poligonos,
ademas de mencionar los términos regular e irregular como tipos distintos de poligonos (KoT,
Definiciones, propiedades y sus fundamentos), aunque no explicita la definiciéon de cada uno de
estos conceptos. Este EPP ha interpretado el enunciado de la actividad en un sentido diferente al
sentido con el que estd planteada. El foco de la actividad estd puesto en el subdominio KoT,
dentro del dominio de Conocimiento Matematico (MK) y su respuesta estd encaminada a
determinar los argumentos utilizados por los escolares a la hora de colocar las figuras
representadas en un grupo u otro (KFLM, Fortalezas y dificultades o Formas de interaccion de
los estudiantes con un contenido matematico). Esta intervencion hara que el debate se desvie
hacia esa interpretacion favoreciendo la movilizacion de conocimiento de esta categoria. Por lo
tanto, el conocimiento movilizado sobre esta intervencion [TFI1.1A.1 UI132-183] lo
consideramos inducido por interacciones en el aula, a partir de esta intervencién de D y con
participacion de otros EPP y de la propia formadora.

Por otra parte, D utiliza un lenguaje poco formal, poco preciso vinculado a KPM, Papel de los
simbolos y uso del lenguaje formal, al referirse a tipos de poligonos en términos de mas
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regulares o mas irregulares. Esta falta de precision en el lenguaje aparece en algunas
intervenciones de los estudiantes, y el formador las aprovecha para hacerles ver la importancia
de utilizar un lenguaje adecuado en matematicas, movilizando KPM (Papel de los simbolos y
uso del lenguaje formal) asi como conocimiento de otras categorias o subdominios.

En las intervenciones que hacen referencia a la simetria de las figuras [TF1.1A.1 U136-142]
identificamos una evidencia del conocimiento de P sobre lo que significa que un poligono sea
simétrico ya que interpreta la propiedad que da E en la U.135 como lo que caracteriza a estos
poligonos, KoT, Definiciones, propiedades y sus fundamentos. Por otra parte, destacamos la
intervencion [TF1.1A.1 U140] en la que la EPP utiliza elementos reales (sus manos) para
explicar qué significa que un objeto sea simétrico (KoT, Registros de representacion). Este
conocimiento (pretendido o no) es inducido por la intervencion del EPP y por la gestion que hace
el formador de la situacion.

En el analisis hemos identificado diferentes detonantes de conocimiento:

e La propia tarea formativa: principalmente los enunciados de las actividades, si bien hay
intervenciones de EPP en las que se evidencia conocimiento especializado durante la
lectura del caso.

e Laintervencion del formador:
e Reformula la tarea destacando algin aspecto de esta.

e Responde a intervenciones de EPP: resuelve dudas, usa los posibles errores,
valida aportaciones, plantea alguna cuestion para generar debate.

e Resume las aportaciones mas importantes como cierre de la actividad.

o Interacciones en el aula (entre los EPP y/o el formador).

En la resolucion de todas las actividades propuestas se consigue movilizar el conocimiento
pretendido a partir del propio enunciado de la actividad. El debate que se genera con la puesta en
comun de dicha resolucion hace que se movilice, ademas, conocimiento (pretendido o no) que no
se refleja en el trabajo individual previo de los EPP al resolver por escrito las actividades.

Advertimos asi, como los EPP reflexionan y establecen conexiones con elementos del
conocimiento especializado que trascienden en principio con los circunscritos al caso, cuestion
que no suele ser habitual en otro tipo de tareas formativas planteadas en la formacion inicial.

Una vez analizadas todas las transcripciones de sesiones de clase destinadas a la resolucion de
las tareas formativas (5 tareas formativas, 2 ciclos, 2 grupos de EPP) podremos comprobar si el
conocimiento pretendido para cada actividad surge como respuesta al enunciado. En caso
contrario deberiamos revisar la actividad.

También podremos comparar los resultados del andlisis de la resolucion de una misma tarea
considerando las implementaciones en los dos ciclos con el mismo formador, para ver como
influye el grupo de EPP en la movilizacion de conocimiento. Asi mismo, podremos comparar los
resultados del analisis de la resolucién de una misma tarea en un mismo ciclo para ver si hay
diferencias en cuanto a conocimiento movilizado en funcion de la gestion del formador.

Por ultimo, hemos identificado situaciones en el aula, que no se han tenido en cuenta en este
trabajo, que podemos considerar como oportunidades para desarrollar una gestion alternativa de
la situacion. Por ejemplo, en [TF1.1A.1 U135] una estudiante, respondiendo a la pregunta de la
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formadora ;Qué significa ser mas regular? [TF1.1A.1 Ul33] da una respuesta en la que
relaciona el ser regular con ser simétrico. Esta situacion generada en el aula puede considerarse
como una oportunidad para tratar con los EPP la relacion que hay entre que un poligono sea
regular con que este sea simétrico (KoT, Definiciones, propiedades y sus fundamentos;
Registros de representacion). Todos los poligonos regulares son simétricos (tienen, al menos, un
eje de simetria) pero la implicacion contraria no es cierta, bastaria con dar como ejemplo un
rectangulo (de lados de longitudes diferentes), cuadrilatero con dos ejes de simetria que no es
regular por tener lados de distintas longitudes (KPM, Formas de validaciéon y demostracion).
Planteamos como posible estudio prospectivo el anélisis de estas situaciones.

EPISODIO 4
Investigador principal (doctorando): Emma Lizelly Carrefio Pefia
Director/es del trabajo: Dra. Nuria Climent Rodriguez y Dr. Carlos Miguel Ribeiro.

Nivel educativo: Universitario

Contenido matematico: Poligonos y cuadrilateros

Breve contextualizacidn del episodio

Laura es una estudiante para profesor de matematica de secundaria que cursa la primera
asignatura de Practica Pre Profesional, ubicada en el pentltimo afo de la carrera, cuya duracién
es 5 anos. Como parte de la asignatura, debe planificar y ejecutar sesiones de clases simuladas
ante sus compaferos.

En el episodio que se muestra, Laura ejecuta la sesion para 1° de secundaria (12-13 afios)
“Clasificacion inclusiva de cuadrilateros”, para lo cual se le indicé que ponga énfasis en
promover que los estudiantes clasifiquen “relacionadamente” los cuadrilateros, evitando grupos
disjuntos. En los didlogos que se presentan puede verse el proceso constructivo que desarrolla
Laura para transitar por los tipos de cuadrildteros, el cual termina valorando como complejo.

Transcripcion del episodio

LAURA: [...] Entonces una clasificacion, vamos a decir asi, comun que se ve durante los cursos
de matematica de primaria es esta: los cuadrilateros se clasifican segun el criterio que es el
paralelismo de los lados. [ ...]

FORMADORA: ;Qué, entonces ha revisado libros de texto de quinto y sexto? jo qué?

LAURA: Si. En el de sexto se ven mas de lo de las caracteristicas de los angulos, ;jno?, y quinto
es como mas de lados y ver si son paralelos o no, bueno y todas las figuras se ponen con la base
horizontal y me di cuenta de la base horizontal ya cuando iba por los paralelogramos. [...]

LAURA: Los cuadrilateros pueden ser por un lado ..., vamos a ponerle segun el cruce de lados,
pueden ser simples y complejos.

/Qué significa segun el cruce de lados? si nos podemos dar cuenta (Laura les muestra una
figura) este es un cuadrilatero que tiene los lados cruzados, por eso forma como un triangulo,
entonces a los que cruzan los lados se les va a llamar complejos y a los que no se le cruzan los
lados, como pasa con el resto de cuadrildteros se le va a llamar simples ;si?

[...] Ok, ahora, vamos a ponerle aqui, segun la medida de angulos, van a ver angulos que se van
a llamar los convexos y los no convexos.
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Los convexos son aquellos que tienen los angulos menores a 180 (grados), como todos los que
estan aqui, por ejemplo (les muestra los que tiene pegados en la pizarra), cualquiera de ellos,
este (elige al trapezoide asimétrico) y los no convexos son los que van a tener un angulo mayor
a 180 (grados), no obtuso, sino mayor a 180 (elige al no convexo) ;jok?, ;hasta alli esta claro?

LAURA: [...] Dentro de todos estos cuadrilateros de los que hemos visto las caracteristicas
Jcudl es el que tiene? ;Cual es el mas general, el que tiene menos caracteristicas?

SANDRA: El romboide.

LAURA: El romboide, Sandra dice el romboide (Sandra defiende su postura, pero no se escucha
lo que dice). ;De acuerdo o no de acuerdo?

DIANA: El trapezoide.
LAURA: El trapezoide, ;por qué el trapezoide y no el romboide?
DIANA: Porque no tiene ningun lado paralelo, sus lados no son iguales.

LAURA: [...] Chicos aqui tengo un trapezoide asimétrico jverdad? ;Qué pasa si yo, estos dos
(lados) los abro iguales y esto lo cambio por un (lado) azul? (Cambia una de las tiras por otra
de distinta medida). |...] Entonces, yo puedo, aumentado la medida de los lados llegar a un
simétrico, cambiandole los lados.

(Laura va afiadiendo o modificando caracteristicas para transitar a los demas cuadrilateros)
LAURA: /...] Entonces ;de un trapecio isosceles paso a jun? [...]

LUCAS: ;Solamente puedo pasar... no puedo pasar de (trapecio) escaleno a trapecio
rectangulo?

LAURA: A ver eso les estoy diciendo, de donde a donde se pasa y ustedes me dicen de un
trapecio isosceles paso a un trapecio rectangulo. Ahora jde un trapecio escaleno puedo pasar a
un trapecio rectangulo?

DIANA: Nooo
LUCAS: Siti

LAURA: Tambieén, si este lado lo pongo recto aqui, paso de un (trapecio) escaleno a un
(trapecio) rectangulo (del trapecio escaleno traza una perpendicular que va desde un vértice
hasta la base mayor, el procedimiento es el mismo que utilizo con el trapecio isosceles).

LAURA: ;Y cudl es el paralelogramo con menos caracteristicas? ;El rectangulo?

DIANA: No, el romboide

LAURA: [...] Entonces ;del romboide qué puedo formar? ;Un rectangulo? ;Qué le anado al
romboide para que sea rectangulo?

DIANA: Angulos rectos.

LAURA: Ya. Entonces de un romboide paso a rectangulo poniendo dangulos rectos ;jsi? ;Qué
mas puedo hacerle a un romboide? ;Qué puedo formar? O ;del rectangulo que puedo formar?

[...]
SANDRA: Un rombo.
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LAURA: Si se dan cuenta a todos hemos anadido una sola caracteristica, o sea, un ejemplo, al
(trapecio) isosceles un lado que sea perpendicular con el lado de aca (base menor). Si yo paso
de romboide al, perdon, si yo paso del rectangulo al rombo tendria que cambiar ;qué? Tendria
que cambiar los angulos y tendria que cambiar los lados. Dos cosas, dos caracteristicas y tiene
que ser solamente una ;Cudl seria?

LAURA: [...] yo hice una clasificacion en donde como que habian partes, por ejemplof...] yo
parto del... trapezoide simétrico y asimétrico. Del trapezoide asimétrico yo no pasaba al
simétrico yo me saltaba al trapecio y no habia visto la relacion del simétrico, cuando ustedes ya
me dicen; y por qué era mi duda, porque yo no sabia si es que al agregar una caracteristica yo
podia aumentar o reducir la medida de los lados, ya con la aclaracion que me hicieron
temprano ya pude dar pie a que ustedes me digan que el trapezoide simétrico sale del
asimétrico. ;Qué mas? Eee Qué dificil que es esta clasificacion y...si porque tienes que ponerte
a pensar y ver todas las caracteristicas que hay.

Analisis del conocimiento especializado

Para Laura considerar una clasificacion comun de cuadrilateros es tener como criterio el
paralelismo de los lados. Esto coincide con la clasificaciéon que suelen presentar los libros de
texto, recursos que por lo que indica ha revisado (KMT-Recursos materiales y virtuales). Este
conocimiento le permite diferenciar el nivel de desarrollo conceptual en quinto y sexto grado de
primaria (KMLS-Nivel de desarrollo conceptual o procedimental esperado), el cual toma como
base para desarrollar el topico en 1° de secundaria (KMLS-Secuenciacion de temas anteriores y
posteriores).

La secuencia didactica que Laura propone esta centrada en la agrupacion de los cuadrilateros
(KMT-Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos). Asi, va construyendo con sus estudiantes
(KFLM-Formas de interaccidon con un contenido matematico), una clasificacion tradicional en la
que incluye: cuadrilateros: simples, complejos, convexos y no convexos o concavos. Sobre estos
cuadrilateros, propone un andlisis de las propiedades para establecer relaciones jerarquicas entre
ellos y, de esta manera, construir una nueva clasificacion que parta del cuadrilatero mas general
para que, anadiéndole caracteristicas, se obtenga los demés cuadrilateros (KoT-Definiciones,
propiedades y sus fundamentos). Esta actividad (KMT-Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos)
estd mediada por el uso de recursos para ensefianza de los cuadrilateros, tales como tiras moviles
de papel (KMT-Recursos materiales y virtuales) que permiten visualizar la variacion de
caracteristicas. El uso de tiras moviles (para simular los lados de los cuadrilateros) en la
construccion de una clasificacion inclusiva de cuadrilateros propicia el reparo en las
caracteristicas de una definicion matematica (KPM-Practicas particulares del quehacer
matematico) debido a la estrecha relacion entre clasificacion y definicion (De Villiers et al.,
2009). El desarrollo de esta actividad lleva a pensar en las definiciones procesuales que proponen
Shir y Zaslavsky (2001).

Dado que Laura va construyendo una clasificacion jerarquica a partir de hacer dobleces a las
tiras méviles para variar su tamafilo o cambiar de tira segin el tamafio que necesita (KMT-
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos), concluimos que no se trata de afiadidura de
caracteristicas a un cuadrildtero més general, puesto que no se conservan las caracteristicas
iniciales de este (medida de los lados). Lo que Laura hace es realizar movimientos de
construccion, en las diferentes etapas, para modificar la composicion de cada cuadrilatero. Bajo
este procedimiento, llega a los paralelogramos para determinar el maés particular La
consideracion de esto como una “transformacion” que permite el paso de una clase a otra, puede
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ser consecuencia de su comprension de las clasificaciones inclusivas y de los procedimientos
para clasificar. Esta consideracion no solo evidencia el conocimiento de definiciones,
propiedades y sus fundamentos (KoT) que posee, sino también, la argumentacion como practica
matematica, basada en regularidades de un conjunto de casos (KPM-Formas de validacion y
demostracion). Observamos pues, que confunde inclusividad de las clases con transformacion.
En consecuencia, no puede asegurarse que para Laura el trapecio rectdngulo representa una
subclase del trapecio isosceles o el paralelogramo un tipo de trapecio rectdngulo. Esto evidencia
ausencia de comprension de clasificaciones inclusivas (KoT-Definiciones, propiedades y sus
fundamentos).

El ultimo didlogo evidencia el conocimiento de Laura que va emergiendo mientras desarrolla la
sesion de clase (KoT-Definiciones, propiedades y sus fundamentos). Reconoce las diferencias
respecto de su conocimiento inicial y plantea sus dudas. Asi, menciona al trapezoide simétrico y
asimétrico como los referentes mas generales sin una distincion de la clase de vinculo o jerarquia
entre ellos.

EPISODIO 5
Investigador principal (doctorando): Marieli Vanessa Rediske de Almeida
Director/es del trabajo: Dr. Miguel Ribeiro y Dr. Dario Fiorentini

Nivel educativo: Formacién de profesores de matematicas

Contenido matematico: Divisibilidad

Breve contextualizacidn del episodio

El participante cuyos conocimientos comentamos en este episodio, Benny, posee una
licenciatura, maestria y doctorado en matematicas, realiza investigaciones en el area de las
matematicas puras y trabaja en la formacion de profesores de matematicas. La informacion fue
recolectada durante un semestre en una disciplina de Teoria de Numeros, ofrecida como
disciplina comtn para futuros matematicos y futuros profesores de matematicas en una
universidad publica brasilefia. El tema discutido por el formador en esta clase es la divisibilidad.
En particular, se discute el Teorema del Algoritmo de la Divisiéon Euclidiana (TADE), que
garantiza la existencia y unicidad del cociente y el resto en la division Euclidiana. El anélisis se
centra en los ejemplos y explicaciones del formador al presentar el teorema.

Transcripcion del episodio

168 Benny:  [...] essa vai ser minha divisdo de Euclides. Dados dois numeros, onde
169  esse é diferente de zero,

170  (Aponta o a no enunciado do teorema.)

171  entdo eu quero achar q e r tal que se cumpra tudo isso, e

172 com esta condigdo, esta bem? [...] Isso significaria dividir.

173 Entdo vejam que aqui temos duas coisas, ndo? Temos existéncia,

174 existéncia e o que mais?

175 Est: Unicos.
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176 Benny:  Isso. Unicidade. Ou seja, temos que provar que existem, e que de fato, sdo unicos.
Esta bem?

[-]

178 Benny:  Aqui o que esta furando?

179  (Aponta para 32+(-1) escrito na lousa.)

180  Por exemplo, aqui, este estd bonitinho.

181  (Aponta para 22+1 escrito na lousa.)

182  Um maior ou igual que zero, menor que quanto? Que dois, ndo é verdade? Aqui esta
183  bem, ndo é? Se cumpre. Aqui que esta furando.

184  (Aponta a expressdo 32+-1.)

185 Est A divisdo ndo é euclidiana por causa do...

186 Benny  Aqui o que esta furando, a respeito disso, o que estd furando?

187 Est Que o resto é -1.

188 Benny  Claro, que o resto ¢ -1.

[-]

191 Benny:  Bom, e aqui vocé pode gerar

192 outro exemplo, nao? Se eu quero... tenta outro exemplo aqui, vejam, tenta, imagina
193 qualquer coisa, aqui, o dois esta fixo, ndo? Aqui bota, este q, ndo falo nada de q.
194  Entdo, se por exemplo, aqui boto -1 (na posi¢do de q), quanto tenho que botar

195 aqui (na posigdo de r)? Se aqui boto -1, quanto tenho que botar aqui?

[-]
200 Est: Sete. Sete.

[-]

205 Benny: O que esta furando aqui? Que sete ndo ¢ menor que dois. Entendem?

206  Ou seja, eu posso escrever essa expressdo de muitas maneiras seguramente.

207  De muitas maneiras. As que eu quiser. Isso vai ficar evidente na prova. Mas vai ser
208  unica, se eu coloco essa expressdo, entende?

209  (Aponta para 0<r<a.)

210  Essa é aideia do teorema.

[-]

219 Benny: O teorema diz que existem, ndo é? O teorema é (sobre) existéncia e unicidade.
220  Mas o objetivo é achar eles, ndo? Qual é o q e qual é o r. Eu ja sei que existem,

221  ndo é? E o teorema diz mais: vdo ser unicos.

[-]
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224 Benny:  Entdo, por exemplo, dados estes numeros
225  (Escreve b=153 e a=12 nalousa.) [...]
227  Quanto seria o q e quanto seria r? Como eu fagco?

228 Est: qgeél2

229 Benny: 12, multiplicado por a, que seria... 12 neste caso, igual, mais quanto? r, que seria
quanto? 9, nao?

[-]

Benny representa o algoritmo da divisao euclidiana geometricamente, tomando 153 em uma reta
numeérica, considerando 12 saltos de mesmo tamanho e destacando o resto

Figura 1 — Decomposi¢@o de 153, considerando 12 como divisor, escrita na lousa
244 Benny:  Agora seria bom dar uma ilustragdo da forma ou do método da prova.
245  Aqui, por exemplo
246  (Desenha uma reta.)
247  Aqui esta meu zero.
248  (Marca o zero na reta.)
249 O que esta dizendo isso daqui?
250  (Aponta para 153=1212+9 escrito na lousa.)
251  Eutenho o 153 por aqui.
252  (Marca 153 na reta.)
253 Benny: O que estou dizendo ¢ que vocé tem que fazer 153-12. Seria uma
254 primeira operagdo, ndo é? Depois, 153-2(12), estda bem? Aqui seria 1, aqui seria 2.
255  Entdo tiro, digamos assim, um pedacinho, do ponto de vista geométrico. 153, vou para
256  ca, ndo é? Um
257  (Mostra um salto na reta.)
258  nado é verdade? Este cont... a pergunta vai ser, continua positivo ou ndo? Sim. Ja
259  sabemos que ¢ positivo, ndo? [...] 153 menos este numero, vejam, 12 multiplicado por
260  12. Quanto me da isso?
261 Est: 9.
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262 Benny:  Ou seja, quer dizer que... uma, duas vezes, trés vezes... até por aqui, ndo é? Aqui
seria

263  153-12(12), entendem? Sim? Que vai me dar 9. E o seguinte, o que acontece com o
264  seguinte? O que acontece com 153-13(12)?
265  Ele... ele cruza o zero, ndo? Esse é o momento em que paro, nao?

266  E esse é o r que escolho, entendem? Este é o r.

Analisis del conocimiento especializado

Benny enuncia o TADE, pontuando que o divisor precisa ser diferente de zero e que existem q e
r, tal que b=ga+r, com 0<r<a [168-172]. A seguir, evidencia saber que a demonstra¢do do
teorema deve ser feita em duas partes, existéncia e unicidade [173-176] (KPM — conhecer como
demonstrar teoremas de existéncia e unicidade, separando a demonstragdo em duas partes).

Benny entdo retoma o exemplo 5+2 (apresentado anteriormente), assinalando que na primeira
decomposicdo apresentada (5=22+1) o quociente e o resto cumprem as condi¢des do teorema,
enquanto na segunda decomposicdo (5=32+-1) isso ndo acontece. Dessa forma, Benny esta
chamando a atencdo dos estudantes para a existéncia de diversas possibilidades de decomposi¢ao
para um mesmo numero, sem que essas decomposicdes atendam a condi¢do 0<r<a, por meio de
um exemplo [178-188] (KMT — conhecer exemplos de decomposi¢do que ndo cumprem a
condi¢ao 0<r<a do TADE).

Aqui, o formador pode estar retomando o exemplo e frisando a necessidade de que o quociente e
o resto precisam estar nas condi¢des do teorema, por saber que isso nem sempre € evidente para
os estudantes (KFLM — conhecer a dificuldade comum dos estudantes em perceber que a
decomposic¢do nas condi¢des do TADE ¢ unica). Benny estimula os estudantes a pensarem em
outras decomposicdes possiveis [191-193], escolhendo um novo valor para o quociente na
decomposic¢do de cinco, considerando dois como divisor [194-195], e novamente ressalta que tal
decomposi¢do nao esta de acordo com as condi¢gdes do TADE [205-210].

A seguir Benny afirma que o TADE nao apenas garante a existéncia e a unicidade do quociente e
do resto, mas também indica uma forma de encontra-los [219-221] (KPM - conhecer que a
demonstra¢do do TADE permite exibir o quociente e o resto).

Benny entao fornece um novo exemplo de divisdo, evidenciando o quociente e o resto [224-229].
Ele faz os calculos com os estudantes e busca ilustrar a decomposicao de 153 geometricamente.

Benny busca representar o algoritmo da divisdo geometricamente (Figura 1), mostrando
conhecer diferentes representagdes para o algoritmo [244-252] (KoT- conhecer uma forma de
representar a decomposicdo do TADE geometricamente, marcando o dividendo 153 na reta
numérica, considerando 12 saltos (quociente) de tamanho 12 (divisor) e obtendo resto 9).

Ao representar geometricamente, além de estabelecer conexao entre a divisdo e a subtragao [253-
255] (KoT — conhecer uma conexdo intraconceitual entre divisdo e subtragdo, resolvendo a
divisdao por meio de um processo de subtracdes sucessivas), Benny também esta trabalhando com
o sentido de medida na divisdo [255-266] (KoT — conhecer que a divisdo pode ser entendida
como medida e que isso se encontra associado a ver quantas vezes necessito considerar a minha
unidade, ou partes dela, para efetuar a medicao), considerando quantas vezes 12 cabe em 153 ¢
destacando o significado geométrico do resto.
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Ao ilustrar o algoritmo geometricamente, Benny evidencia conhecer o aspecto exaustivo da
decomposi¢cdo do TADE, no sentido de que o processo de ir medindo 12 dentro de 153, em
algum momento, termina [253-266] (KoT — conhecer como decompor o dividendo encarando a
divisdio como medida), obtendo uma expressdo cujos quociente € resto se encaixam nas
condi¢des do teorema. Isso pode ser ainda entendido como uma espécie de tentativa e erro, até
obter a decomposi¢do desejada de 153.

O exemplo utilizado por Benny permite aos estudantes visualizarem o processo de divisdo como
medida, evidenciando a tentativa de promover esse conhecimento nos futuros professores
(Knowledge of the features of the professional development of mathematics teachers - Conhecer
o foco da divisdo como medida, que pode ser mais apropriado para a constru¢do do
conhecimento dos futuros professores, ao abordar o TADE).

EPISODIO 6

Investigador principal (doctorando): Maria del Carmen Regolini.
Director/es del trabajo: Dra. Nuria Climent Rodriguez.

Nivel educativo: Universitario.

Contenido matematico: Sistemas de ecuaciones lineales.

Breve contextualizacidn del episodio

La profesora, de seudonimo Josefina (J), dicta clases de resoluciéon de ejercicios de Algebra
Lineal para estudiantes de segundo afio, en una Facultad de Ciencias Econémicas en Argentina.

En el episodio que se transcribe a continuacion, Josefina ensefia como se obtiene la solucion
unica de un sistema de ecuaciones lineales mediante la regla de Cramer. Con anterioridad, la
profesora ha expresado, simbolicamente el sistema de ecuaciones lineales por resolver como una

ecuacion matricial de la forma A33 X34 = Bsa | y ha analizado si se verifican las condiciones

que establece esta regla para aplicarla, es decir, ha comprobado que el sistema de ecuaciones
lineales es cuadrado y el determinante de su matriz de coeficientes es distinto de cero.

Transcripcion del episodio

J: Para resolverlo, cada incognita va a quedar planteada como el cociente de dos
determinantes. El determinante del denominador [es el] de la matriz A. ;Qué pasaba
con el determinante del numerador? Vamos a plantearlo para este caso

“Tal ,_Ial o]
A A A

X

;Como se construye cada una de estas matrices C? [...] Como voy a trabajar con
los coeficientes que acomparian a “x”. Voy a tomar todos los coeficientes que
acomparian a “x”" y los voy a reemplazar por la matriz de términos independientes:
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1 2 |x ]

2 -1||y|=

3 1]|:z

Asi tengo planteada la matriz G

2
-1
1

[
—
Il
w N -

;Qué cambia de la matriz A? La primer([a] columna, que eran los coeficientes que

acomparian a ‘x” jQué valores uso ahora? Los de la matriz de términos

independientes. [...] Construimos G La primer[a] columna va a quedar tal cual y la
segunda es la que va a cambiar

C,=| 1 -1
1 1
[...] ¢Qué nos faltaria?

A: Calcular G

. C . .
J: Bien, calcular 3 [se refiere a construir la matriz]

~
Il
—

[US I O

Entonces ; ’x” a qué es igual? Va a ser igual a menos treinta sobre cinco. Y esto es
[4
igual a menos seis.

_ & _30_
Al 5

X

“_.»

Asi logro hallar el valor de “x”, como el cociente de dos determinantes. [...] ;Qué

“_ . “_

voy a hacer para poder resolver “y”y “z”

_ G| _15_ ,_ 1G] _10_,

Al S Al s

Y

“ . [T

Entonces, ;a qué llegamos? A que “x” es igual a menos seis, “y” es igual a tres, y

z” es igual a dos. Entonces hemos resuelto el sistema de ecuaciones lineales
llegando a la solucion de cada variable aplicando la regla de Cramer.

Analisis del conocimiento especializado

Josefina evidencia su conocimiento de que en la regla de Cramer, el valor de cada incognita
surge del cociente entre dos determinantes. Donde en el denominador siempre figura el
determinante de la matriz de coeficientes (A), pero cada numerador corresponde al determinante
de una matriz que se debe construir, tomando en cuenta la matriz de los términos independientes
(B) (KoT—Procedimientos ;Como se hace?), y para distinguirlas deberd denotarlas con una letra
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diferente a las utilizadas en la ecuacidon matricial y con un subindice. En este caso, las expresa

como Ci , donde j esté relacionado con la incdgnita cuyo valor se pretende obtener, utiliza j=1 ,

=2 4 1=3 cuando pretende calcular el valor de las variables, respectivas, x, y o z. (KoT—
Registros de representacion).

El uso de las matrices ' con 1513 revela el KMT de Josefina, referido a la categoria

Estrategias, Técnicas, Tareas y Ejemplos, al tomar en cuenta que las utiliza para mostrar, a sus
estudiantes, todas las posibilidades que tiene la matriz de términos independientes B, de ir
ocupando el lugar de las diferentes columnas de A, al ejecutar el reemplazo. Para cada matriz, la
profesora lo hace visible en el pizarron cuando emplea Ovalos verticales para destacar los
elementos que corresponden a la columna de los términos independientes.

Sobre la solucién obtenida, la profesora evidencia saber que con esta regla se indica el valor que
asume cada una de las incognitas (KoT—Procedimientos: Caracteristica del resultado).

Tras el andlisis efectuado se ha logrado apreciar parte del conocimiento que sustenta la practica
de esta profesora universitaria, dejando traslucir una integracion entre el conocimiento de los
temas KoT y de la ensefianza de las matematicas (KMT).

EPISODIO 7

Investigador principal (doctorando): Maria Isabel Pascual Martin.
Director/es del trabajo: Dr. Miguel Montes Navarro y Dr. Luis Carlos Contreras Gonzalez.

Nivel educativo: Universitario.

Contenido matematico: Clasificacion de tridnguos.

Breve contextualizacidn del episodio

El objetivo de esta sesion es discutir disefios de ensefianza para el contenido clasificacion de
triangulos. Situaremos el foco en el conocimiento especializado, en términos del modelo MTSK,
que se pone en juego durante la sesion. El andlisis y la clasificacion de los triangulos es un
contenido recurrente en distintos cursos de Educacion Primaria lo que justifica la necesidad de
fundamentar el conocimiento matematico de los estudiantes para maestro (EPM) al respecto y, a
su vez, afladir consideraciones sobre el conocimiento didactico de este contenido.

La propia actividad encomendada a los EPM (Cuadro 1. Actividad sobre clasificacion de
triangulos en formacion inicial) puede ser analizada desde el modelo MTSK en tanto que incluye
la reflexion sobre distintos elementos de conocimiento especializado.
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Actividad 2. Analizar propiedades y caracteristicas (Clasificar II)

a) (Antes de la clase) Disefia una sesion para trabajar en 4° de primaria la
clasificacion de triangulos. Utiliza alglin recurso (geoplanos, tramas de puntos,
geotiras, ...) para ello.

b) (En clase) Discute con tus compaiieros los puntos fuertes y débiles de las
diferentes propuestas planteadas.

c) Obtén de la plataforma una trama de puntos y dibuja (en clase) tantos
triangulos diferentes como seas capaz.

d) Discute por qué cada uno es diferente de los anteriores.

e) ¢Puedes trazar sobre la trama un triangulo equilatero? Razona tu respuesta.

Cuadro 1. Actividad sobre clasificacion de triangulos en formacion inicial

Transcripcion v andlisis del episodio

Tras la introduccion a la sesion y la presentacion de la tarea, tiene lugar la exposicion de un
disefio de ensefianza de la mano de una EPM, que comienza a dibujar en la pizarra los tridngulos
que tiene en su diseno:

Lucas: Y, ;cudles son los tipos?, ;puedes ponerlos en la pizarra para que veamos tu idea inicial? Tu objetivo
seria que los alumnos sepan que los triangulos se pueden clasificar en [espera los dibujos. Marta empieza a
dibujar un triangulo en posicion prototipica y lo borra] Cuesta, ;eh? Es que tenemos dependencia y eso
tenemos que ir rompiéndolo, tendemos a pintarlos estereotipados, si es que los estereotipos son muy
potentes. Son arios de estereotipos, libros, pizarra, anios. [Marta dibuja en la pizarra:

Extracto 2. Puesta en comun del disefio de una EPM — uso de ejemplos (lineas 64-70)

Mientras Marta, la EPM, dibuja en la pizarra los ejemplos de triangulo que quiere mostrar,
rectifica en sus posiciones, mostrando asi como va asimilando las limitaciones que tiene el uso
de imagenes prototipicas en la construcciéon de la imagen mental de tridngulo, reforzando la
evidencia encontrada del trabajo sobre KMT y KFLM en el aula de formacion inicial. Tras la
presentacion de los ejemplos, el formador interrumpe para hacer hincapié en el uso de los
ejemplos para construir una clasificacion de forma inductiva, es decir, a partir del andlisis de las
caracteristicas y la posterior definicién de un criterio:

Lucas: ;Qué es lo que estda haciendo Marta exactamente? No nos digas qué es lo que estds haciendo, ;qué

esta haciendo Marta? [Silencio] Fijémonos en qué le hemos pedido, y sobre todo mi pregunta ;qué objetivos

tiene para clasificar triangulos? Que los clasifique segun... Yo se lo he preguntado y ella de momento lo que

me hace para responderme a esa pregunta es... ;qué hace?

Alumno. Dibujar triangulos

Lucas: Dibujar ejemplos de triangulos, ella intenta transmitirnos lo que nos quiere decir a través del uso de

ejemplos. Esta ejemplificando unos triangulos que para ella son diferentes, creo, ;no? ;Qué es lo que has

intentado transmitirnos con esos tres triangulos?

Marta: Pues los tres tipos de triangulo que existen segun los angulos que tengan.

Lucas: Segun los angulos.

Extracto 3. Puesta en comun del diserio de una EPM — construccion de la clasificacion (lineas 71-82)
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Durante la explicacion de Marta, el formador identifica posibles debilidades de su disefio
relacionadas con la transparencia en las representaciones que usa lo que inicia una discusion en
gran grupo en la que se relacionan las caracteristicas lados y angulos de los tridngulos. Como ya
indica la literatura de investigacion, en ocasiones, el conocimiento matematico de los EPM se
revela poco fundamentado. El formador aprovecha esta oportunidad para profundizar en las
relaciones que se establecen entre las caracteristicas de los lados y los angulos en el tridangulo.
Tradicionalmente, el andlisis y la clasificacion de tridngulos segiin sus lados y angulos se
desarrolla de forma paralela en la etapa de Educacion Primaria y los EPM muestran dificultades
a la hora de establecer dichas relaciones. La discusion se enfoca en argumentar la imposibilidad
de que un triangulo equilatero sea rectangulo, en un proceso que permite a los EPM reconstruir
su conocimiento matematico y fortalecerlo:

Lucas: [...] Esto es una pregunta que nosotros hemos puesto alguna vez en algun examen jpuede un
triangulo rectangulo ser equilatero? ;Un triangulo rectangulo puede ser equilatero?
General: No
Lucas: ;Por qué?
Marta: Porque ya no tendria los tres lados iguales
Lucas: ;Por qué? Eso es lo mismo que decir que no, pero, ;por qué no? ;Por qué un triangulo equilatero no
puede ser rectangulo o por qué un triangulo rectangulo no puede ser equilatero?
Cinta: Porque si lo haces rectangulo, no tiene sus tres lados iguales.
Lucas: Y, ;por qué un triangulo rectangulo no tiene sus tres lados iguales?
[Inaudible]
Rocio: Porque si intentamos que todos los angulos sean de 90 grados, nos daria un cuadrado, no un
triangulo.
Lucas: Claro, vale, pero ya vamos por el argumento de los dangulos, pero no hemos continuado con el
argumento de los lados. Porque si el triangulo es rectangulo, al ser isosceles, perdon, al ser equildtero,
deberia tener sus tres angulos iguales. Como uno es de 90, los tres son de 90, y un triangulo no puede tener
tres angulos de 90 grados. Argumento impecable. Vamos a hacer el argumento de los lados, ;por qué no
puede tener un triangulo rectangulo los tres lados iguales?
Carmen: Porque en un triangulo rectangulo los tres lados no pueden medir igual
Lucas: ;Y por queé?
[.]
Cinta: Se llama hipotenusa
Lucas: Claro, el tercer lado, al ser rectangulo, hay un lado que es la diagonal de un cuadrado. Al ser
equilatero tendria dos lados iguales, el tercer lado seria la diagonal del cuadrado que formarian los otros
dos lados y la diagonal de un cuadrado y su lado no miden igual, jvale? Es imposible que un triangulo
rectangulo sea equilatero.

Extracto 4. Puesta en comun del diserio de una EPM — argumentacion (lineas 96-128)

El conocimiento matematico del tema (KoT) que se evidencia, hace referencia al indicador
definiciones, propiedades y sus fundamentos, a la vez que esas propiedades y fundamentos son
usadas para construir argumentos matematicos validos, como ejemplos de conocimiento de la
prdctica matematica (KPM), en el sentido de como se construye y consolida el conocimiento
matematico. Esta misma estrategia de argumentacion, se fortalece cuando se discute la no
existencia de tridangulos concavos y la no existencia de diagonales en los tridngulos. Ambos
momentos, ademads, sirven para profundizar en el significado de cada uno de estos conceptos.

Tras este paréntesis, Marta continiia exponiendo su disefio:

Marta: Pues yo verdaderamente quiero conseguir que los alumnos sepan los diferentes tipos de triangulos
que existen y que comprueben mediante ellos mismos las diferencias que pueden tener entre unos y otros.
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Lucas: Y, jqué vas a hacer? ;Vas a definir y luego vas a poner ejemplos o vas a poner ejemplos y vas a
obtener de ellos la definicion de cada uno de los tipos?
Marta: Pues no, porque yo verdaderamente lo que habia puesto es que ellos primeramente se pusieran en
prdctica mediante un supuesto juego y luego...
Lucas: Con tramas o con geoplanos, ;no?
Marta: Bueno lo que haria era que dibujaria... pondria en el suelo puntos reflejando una trama y ahora a
los alumnos los ataria a todos mediante una cuerda. Todos los alumnos estarian en la cuerda y yo pues
marcaria, por ejemplo, les pondria puntos rojos y tendrian que marcar los tres puntos. Diria: “Pepe en el
punto rojo”, o les diria: “Vamos a hacer una cosa, tenemos que ir a la casilla 3,2...

Extracto 5. Puesta en comun del diserio de una EPM — uso de recursos (lineas 135-147)

En este extracto, podemos observar el conocimiento movilizado sobre el uso de recursos, en este
caso una adaptacion de la trama cuadrangular utilizando el enlosado de un aula hipotética. Al ser
preguntada por los objetivos de su tarea, la EPM diferencia entre que los alumnos sepan
clasificar tridangulos segun sus lados y segun sus angulos:

Lucas: Asi que ese es tu objetivo, Marta, que es lo que tu aprendiste y lo que encontramos en los libros de
texto, Jtu has mirado algun libro para diseriar esto?
Marta: No
Lucas: Pues es usual... el primer instrumento, no el mejor, pero el primer instrumento que un maestro tiene
para disefiar una sesion... jos acorddis en primero cuando disefiasteis una sesion de iniciacion a la division
en tercero de primaria?, estabais desamparados, es mas, os lo puse como una metdafora, ;no? ;Qué haces?
/Cudl es el libro de texto que se esta usando? Y nos vamos al libro de texto, que es lo que solemos hacer,
porque nuestro conocimiento sobre la matematica no es tan potente, deberia serlo, pero no lo es, para que
nosotros directamente discutamos qué es lo que tenemos que dar. Asi que tu, siguiendo ese libro de texto muy
discutible, dices: “Segun sus lados y segun sus angulos” que son los elementos basicos.
Extracto 6. Puesta en comun del diseiio de una EPM — libro de texto (lineas 169-187)
Esta ultima reflexion sobre el libro de texto que plantea el formador, es recurrente en las sesiones

analizadas y se entiende en el contexto de la investigacion como una llamada a la critica sobre
materiales de ensefianza y sobre la diversificacion entre instrumentos. Unida a las constantes
llamadas al uso de recursos como geoplano, geotiras o GeoGebra, nos informa de la presencia
sobre conocimiento de la ensefianza de las matematicas (KMT) en lo referido a recursos
materiales y virtuales, presente en el aula de formacion inicial, pero también propicia la reflexion
y valoracién individual en lo que puede interpretarse como trabajo sobre las concepciones sobre
la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. El modelo MTSK tiene en consideracion las
concepciones del profesor en tanto que permean, potenciando o limitando, los distintos
subdominios de conocimiento y constituyen una forma personal de conocer que ayuda a
interpretar el conocimiento especializado en su totalidad. La validacion de la construccion
inductiva de conocimiento y del uso critico de materiales como practicas profesionales
beneficiosas para la ensefianza, puede interferir, mediante la discusién y confrontacion, en la
formacion de las concepciones de los EPM sobre la matemadtica y sobre su ensefianza y
aprendizaje respectivamente.

Una vez que termina esta reflexion, la EPM sigue explicando su disefio en el que utiliza esa
version de geoplano en el enlosado:

Marta: Vale, y yo pondria puntos blancos en el suelo, conservando la distancia y todo para que sea como la
trama y le daria a los nifios o bien que cada circulo estuviera determinado por un numero, o también podria
ser, para que practicaran otras cosas, ponerle por ejemplo que fuera... A, B, C, ... como el juego del
barquito, y 1, 2, 3,... para que los nifios asi también fueran practicando otras cosas y no tan solo “Ve al
punto 17, [Seriala el dibujo de la trama, a continuacion]
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Y también habia pensado que si, en el caso de que les costara mucho pues coger yo uno...
Lucas: Un segundito, ;jqué estariamos trabajando con lo que acabamos de hacer? ;Qué concepto estamos

anadiendo cuando ponemos letras y numeros en la vertical y en la horizontal? Coordenadas, jvale? Sistema
de coordenadas no convencional, pero un sistema de coordenadas muy familiar para el nifio, que luego nos
puede permitir trabajar vectores. Cuando trabajemos sistemas de coordenadas en el plano, las coordenadas
ya van a ser puramente numericas, pero es un buen comienzo, partir de... para sistemas de coordenadas y
orientacion en el plano, partir de un sistema de coordenadas de un juego que ellos manejan.

Extracto 7. Puesta en comun del diserio de una EPM — sistema de coordenadas (lineas 250-264)

En el extracto anterior podemos observar como la EPM explicita una conexion entre contenidos
que, posteriormente, el formador refuerza. Esta conexién, puede identificarse como parte del
conocimiento de la estructura matematica (KSM), en el indicador conexiones de complejizacion.
La EPM es consciente de que la trama de puntos del enlosado supone una simplificacion de los
ejes coordenados, mostrando conocimiento de la matematica como una red articulada de
conocimiento.

El disefio de la tarea se sigue discutiendo en el aula. Las aportaciones que tanto el formador
como los compafieros hacen sobre el diseio de Marta, permiten discutir elementos de
conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las matemadticas (KFLM) como la
percepcion de las caracteristicas de los tridngulos en la actividad, tales como la longitud de los
lados o la amplitud de los angulos representados; asi como actividades complementarias, como
registro de los triangulos o uso de tramas en papel para facilitar la comparacion, mostrandose
conocimiento de la ensefanza de las matematicas (KMT). El cierre de la discusion, termina con
las aportaciones de Lucas, que ha ido validando las aportaciones de los EPM en el disefio y que
hace hincapié en aquello que es percibido por los alumnos de Educacion Primaria en actividades
de clasificacion, volviendo a relacionar distintos elementos de conocimiento especializado del

contenido:

Lucas: Todo esto se pude ir cambiando, versionando, para la consecucion de nuestros objetivos, no
olvidemos: que tengan muchos triangulos vivenciados para comparar, que tengan propiedades diferentes
entre si, esa es la idea. No se puede clasificar aquello que es igual.

Extracto 8. Puesta en comun del diserio de una EPM — cierre actividad (lineas 433-436)

Para terminar el analisis de este episodio de clase, se presenta la sintesis del conocimiento
especializado movilizado en el aula durante la gestion de la puesta en comun del disefio de la

EPM:
. o . Subdominio
Conocimiento movilizado Indicador MTSK

Analisis conjunto de las caracterizaciones Definiciones,

de lados y angulos en tridngulos propiedadesy | Conocimiento de
Concavidad y convexidad de figuras sus los temas (KoT)
planas: el caso del tridngulo fundamentos

Argumentacion y validacion de Formas de Conocimiento de
conocimiento matematico en el aula validacién y la practica




I

£ MINISTERIO
"Q DECIENCIA
E INNOVACION

i DIVISION DE COORDINACION,
) EVALUACION Y SEGUIMIENTO
CIENTIFICO Y TECNICO

SUBDIVISION DE PROGRAMAS
TEMATICOS CIENTIFICO-

ESTTALDE , ¢ TECNICOS
INVESTIGACION

demostracion

matematica

Relaciones entre distintas representaciones,
formales e informales, de los ejes

Conexiones de

Conocimiento de
la estructura de la

cartesianos complejizacion matematica
(KSM)
Potencialidades del uso de ejemplos para la
ensefianza Estrategias
Criterios de disefio de actividades para la oSHTaleglas,
., . . . . tecnicas, tareas
construccion inductiva de clasificaciones . ..
— — = y ejemplos Conocimiento de
Limitaciones en los disefios de ensefianza y ~
. . la ensefianza de la
opciones de complementariedad L
— matematica
Caracteristicas de los recursos Geogebra, (KMT)
geotiras y geoplanos y su uso para la Recursos
ensefianza materiales y
El uso de trama de puntos y sus distintos virtuales
registros
Formas de Caracteristicas de

Habilidades de los estudiantes de primaria
en la percepcion de las magnitudes longitud
y amplitud angular

interaccion con
el contenido
matematico

aprendizaje de la
matematica
(KFLM)

Vision constructiva del conocimiento
matematico

Concepciones sobre la matematica

Valoracion y actitud critica en la seleccion
y el uso de recursos

Concepciones sobre la ensefianza y
el aprendizaje de la matematica

Tabla 2. Conocimiento movilizado en la gestion de una actividad en formacion inicial
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